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Penelitian ini membahas tentang kendali optimal strategi non-farmakologis dan tingkat infeksi 
penyebaran COVID-19. Oleh karena itu, untuk menyelesaikan permasalahan kendali optimal 
strategi non-farmakologis dan tingkat infeksi penyebaran COVID-19 dengan menerapkan teori 
kendali. Dengan menggunakan persamaan dinamik dan fungsi tujuan maka dapat dibentuk 
Persamaan Hamilton dan Persamaan Diferensial Orde Dua. Kemudian diperoleh kendali optimal 
strategi non-farmakologis dan persamaan tingkat infeksi penyebaran COVID-19 yang optimal. 
Berdasarkan contoh yang diberikan, maka diperoleh kurva tingkat infeksi penyebaran COVID-19 
menurun pada waktu yang telah ditentukan. Artinya tingkat infeksi penyebaran COVID-19 
mengalami penurunan setelah diberikan kendali isolasi yang diperoleh. 
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This study discusses the optimal control of non-pharmacological strategies and the infection rate 
of the spread of COVID-19. Therefore, to solve the problem of optimal control of non- 
pharmacological strategies and the infection rate of the spread of COVID-19 by applying control 
theory. By using dynamic equations and objective functions, Hamilton's equations and second- 
order differential equations can be formed. Then the optimal control of non-pharmacological 
strategies and the optimal level of infection spread of COVID-19 were obtained. Based on the 
example given, the curve of the infection rate of the spread of COVID-19 decreases at a 
predetermined time. This means that the infection rate of the spread of COVID-19 has decreased 
after being given the control of the isolation obtained. 
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1.1  Latar Belakang 
Saat ini penduduk dunia sedang panik menghadapi wabah Coronavirus 
Disease 2019, disingkat COVID-19. COVID-19 atau lebih popular dengan nama 
virus corona merupakan penyakit yang disebabkan oleh sindrom pernafasan akut 
parah coronavirus 2 (SARS-CoV-2). COVID-19 adalah penyakit menular yang 
dapat menyebar secara langsung atau tidak langsung dari orang yang tertular ke 
orang sehat melalui mata, hidung, mulut, dan menyebar melalui tetesan yang 
keluar dari hidung atau mulut saat batuk atau bersin. Gejalanya mirip dengan flu 
biasa seperti demam, batuk kering, sesak nafas dan pneumonia (radang paru-
paru). Sumber pasti penyakit ini belum pasti. Namun, tikus dan kelelawar telah 
dicurigai sebagai sumber dari penyakit ini. COVID-19 pertama kali berkontak 
dengan manusia di Wuhan, China pada 17 November 2019, kemudian dilaporkan 
mulai menyebar ke Eropa, Amerika, bahkan ke seluruh dunia sejak Desember 
2019 [1]. 
 Kasus COVID-19 secara resmi diumumkan sebagai pandemi global oleh 
World Health Organization (WHO) pada 11 Maret 2020 dan Pemerintah 
Indonesia berdasarkan Keputusan Presiden Nomor 11 Tahun 2020 tentang 
Penetapan Kedaruratan Kesehatan Masyarakat Corona Virus Disease 2019 
(COVID-19) telah menyatakan COVID-19 sebagai kedaruratan kesehatan 
masyarakat yang wajib dilakukan upaya penanggulangan. Hingga saat ini pada 
Desember 2020 pasien COVID-19 telah mencapai 70.672.882 kasus, untuk kasus 
kematian akibat COVID-19 mencapai 1.587.350 orang [2]. Sedangkan kasus di 
Indonesia menyatakan bahwa kasus positif terkena COVID-19 adalah 589.993 
kasus, pasien sembuh dengan jumlah 491.975 orang dan pasien meninggal dengan 
jumlah 18.336 orang [3].  
Dengan belum adanya obat yang terbukti dapat menyembuhkan penyakit 




terinfeksi dan dicurigai. WHO merilis protokol untuk mempersiapkan keadaan 
darurat dengan mengidentifikasi, memitigasi dan mengelola risiko. Secara umum 
protokol ini diketahui oleh pemerintah instruksi dalam jarak fisik, pelacakan 
kontak dan isolasi. Kesulitan dalam mencegah dan mengendalikan penyakit 
Covid-19 ditandai dengan penyebaran yang cepat infeksi dari manusia ke manusia 
dan dengan mobilitas manusia yang tinggi [4].  
Selain itu, banyak Negara telah memberlakukan karantina mandiri wajib 
dan dibatasi pergerakan warganya. Sayangnya, penyebaran virus dan kematian 
akibat COVID-19 terus meningkat setiap hari. Oleh karena itu, penyebaran 
penyakit sangat penting untuk dikendalikan terutama dengan menggunakan 
strategi non-farmakologis seperti penyuluhan kesehatan masyarakat, karantina dan 
isolasi mandiri. Agar strategi non-farmakologis memberikan hasil yang optimal, 
maka perlu diberikan strategi yang tepat dan efesien. Strategi yang tepat dan 
efesien dengan hasil yang optimal, dapat diperoleh dengan mengaplikasikan 
kendali optimal. Salah satu bentuk pengendalian dapat dilihat pada penelitian [5]. 
Menurut [5] penyebaran COVID-19 harus dikendalikan terutama 
menggunakan strategi non-farmakologis seperti  karantina, isolasi dan penyuluhan 
tentang kesehatan masyarakat. Penyebaran COVID-19 dikendalikan dengan 
kendali optimal menggunakan prinsip maksimum Pontryagin untuk mencari tahu 
strategi  optimal  yang diperlukan. Dimana telah dibahas tentang pengaruh dari 
strategi pengendalian menggunakan pemodelan matematika dan pendekatan 
kontrol optimal untuk memastikan kontribusinya dalam penyebaran COVID-19. 
Hasil analisis kendali optimal dan simulasi numerik mengungkapkan bahwa 
intervensi yang bergantung pada waktu mengurangi jumlah individu yang terpapar 
dan individu yang terinfeksi dibandingkan dengan intervensi yang tidak 
bergantung pada waktu.  
Berdasarkan [5], Penulis tertarik untuk mengembangkan penelitian analisis 
kendali optimal dilakukan dengan prinsip maksimum pontryagin di jurnal [5] dan 
dengan persamaan diferensial orde dua. Sehingga penulis mengambil judul 






1.2 Rumusan Masalah 
Berdasarkan uraian latar belakang di atas maka dapat diberikan rumusan 
masalah yaitu “Bagaimana kendali optimal strategi non-farmakologis pada model 
untuk kasus penyakit COVID-19?”.  
1.3 Batasan Masalah 
Berdasarkan rumusan masalah di atas maka batasan masalah dalam 
penulisan Tugas Akhir ini adalah: 
1. Strategi non-farmakologis (penyuluhan kesehatan masyarakat  t , karantina 
 t  dan isolasi  t ). 
2. Strategi non-farmakologis diberikan ke kelompok S, E, Q, I dan H. 
3. Waktu di fungsi tujuan merupakan waktu berhingga. 
4. Persamaan diferensial dinamik model untuk kasus penyakit COVID-19. 
1.4 Tujuan Penelitian 
Adapun tujuan penelitian pada tugas akhir ini adalah mendapatkan kendali 
optimal untuk strategi non-farmakologis yang optimal dan mendapatkan tingkat 
infeksi penyebaran pada simulasi kasus penyakit COVID-19. 
1.5 Manfaat Penelitian 
Manfaat dari penelitian ini bagi penulis maupun bagi pembaca sebagai 
berikut: 
1. Sebagai wawasan dan ilmu pengetahuan yang baru untuk menambah 
pengetahuan tentang sistem kendali. 
2. Memberi konstribusi bagi pembaca untuk membantu mempelajari dan 
memperdalam masalah. 
1.6 Sistematika Penulisan 
Sistematika penulisan proposal tugas akhir ini terdiri dari pokok-pokok 
permasalahan yang akan dibahas pada masing-masing yang diuraikan menjadi 
beberapa bagian: 
BAB I PENDAHULUAN 
Bab ini membahas tentang gambaran umum isi tugas akhir yang 




dilanjutkan dengan perumusan masalah, batasan masalah, tujuan 
penelitian, manfaat penelitian dan sistematika penulisan. 
BAB II LANDASAN TEORI 
Bab ini membahas tentang teori-teori yang mendukung bagian 
pembahasan. 
BAB III METODOLIGI PENELITIAN 
 Bab ini berisikan langkah-langkah dalam penelitian. 
 BAB IV PEMBAHASAN 
 Bab ini membahas tentang tingkat terinfeksi COVID-19 yang optimal.  
 BAB V PENUTUP 







2.1 Persamaan Diferensial Biasa Orde Satu 
Menurut [6] Persamaan diferensial biasa orde satu adalah persamaan 
diferensial biasa yang turunan tertingginya berorde satu. Secara umum persamaan 




,   (2.1) 
Dengan  yxf ,  adalah fungsi dalam dua variabel yang diberikan dan 
kontinu di x  dan y . Dalam bukunya [7] disebutkan, apabila fungsi f  dalam 
Persamaan (2.1) berbentuk linear pada variabel bebas y , maka persamaan 
tersebut dapat dituliskan dalam bentuk: 
   xQyxP
dx
dy
   (2.2) 
dengan  xP  dan  xQ  dalam fungsi x .  Solusi untuk Persamaan (2.2) dalam 












  (2.3) 
Contoh 2.1 
Tentukan solusi umum dari Persamaan Diferensial     .12'1 22  xyyx
Penyelesaian: 


















y  . 



















































































     
Cx 
 











































2.2 Persamaan Diferensial Nonhomogen Koefisien Konstanta 
Bentuk umum persamaan diferensial biasa nonhomogen koefisien 










  (2.4) 
Menurut [8] apabila   0xg  maka persamaan tersebut merupakan 
persamaan diferensial homogen. Sebaliknya, jika   0xg  maka persamaan 
tersebut merupakan persamaan diferensial nonhomogen. Selanjutnya dimisalkan 










a   (2.5) 
dan  xy p  adalah penyelesaian untuk persamaan nonhomogen. Maka 
penyelesaian umum dari Persamaan (2.4) dapat ditulis dalam bentuk sebagai 
berikut: 




Persamaan (2.5) dapat diselesaikan dengan memisalkan 
rxey  ,sehingga 
akan diperoleh:  












a        
02  rxrxrx cebreear  
  02  cbrarerx        
Oleh karena 0rxe  maka   rxexy   merupakan penyelesaian Persamaan (2.5) 
jika dan hanya jika r memenuhi persamaan karakteristik sebagai berikut: 
02  cbrar   (2.7) 














         
Penyelesaian khusus dari persoalan persamaan diferensial linear orde dua dengan 
persamaan karakteristik pada Persamaan (2.7) bergantung pada nilai deskriminan. 
Adapun bentuk-bentuk penyelesaian berdasarkan nilai deskriminan adalah 
sebagai berikut: 
a.  Akar-akar real dan berbeda  042  acb  
Pada hal ini disebut akar real dan berbeda jika akar-akar 1r  dan 2r  pada 
persamaan karakteristik  0
2  cbrar   merupakan bilangan real positif 
sehingga persamaan kuadrat mempunyai dua akar real berlainan, maka 
penyelesaian umum dari Persamaan (2.7) adalah sebagai berikut: 
  xrxr ececxy 21 21    (2.8) 
dengan 1c  dan 2c  adalah konstanta sembarang. 
b. Akar-akar berulang  042  acb  
Apabila akar-akar 1r  dan 2r  pada persamaan karakteristik  0
2  cbrar   




Persamaan (2.7) adalah sebagai berikut: 
  xrxr xececxy 21 21    (2.9) 
dengan 1c  dan 2c  adalah konstanta sembarang. 
c. Akar-akar imajiner  042  acb  
Apabila akar-akar 1r  dan 2r  adalah bilangan kompleks  ir 1   dan 
 ir 2  pada persamaan karakteristik  0
2  cbrar   maka 
penyelesaian umum dari Persamaan (2.7) adalah sebagai berikut: 
   xcxcexy x  sincos 21     (2.10) 
dengan 1c  dan 2c  adalah konstanta sembarang. 
Contoh 2.2 












Langkah pertama yang harus dilakukan adalah menentukan terlebih dahulu 










Kemudian dibentuk persamaan karakteristik untuk persamaan homogennya yaitu: 
   041432  rrrr . 
Maka diperoleh penyelesaian: 




Selanjutnya untuk penyelesaian  xy p  diberikan oleh: 
  CBxAxxy p 
2
. 
Sehingga,   BAxxy p  2'  dan   Axy p 2"   .  













  sehingga 
diperoleh       224232 xCBxAxBAxAxy p   . 







B  dan 
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1 2  xxxy p .  
Jadi, penyelesaian umum untuk persoalan di atas adalah menjumlahkan 









 xxececxy xx . 
2.3 Model Matematika 
 Menurut [9] model SEIR adalah pengembangan dari model SIR secara 
umum populasi total menjadi tiga kelas, yaitu Susceptible (S) adalah populasi 
sehat rentan penyakit, Infected (I) adalah jumlah individu yang terinfeksi dan 
dapat menularkan penyakit kepada yang sehat, dan Recovered (R) adalah individu 
yang sembuh dan kebal dari penyakit.  
 Menurut [10] sama halnya dengan model SIR, yang berbeda dari model 
SEIR adalah model SEIR membagi populasi ke dalam empat subpopulasi yaitu 
individu yang rentan terinfeksi penyakit yang disebut Susceptible (S), individu 
yang sudah terjangkit penyakit namum belum menunjukkan tanda-tanda gejala 
yang disebut Exposed (E), individu yang terinfeksi penyakit yang disebut Infected 
(I) dan individu yang telah bersih dari penyakit yang disebut Recovered (R).  
selain itu dalam model SEIR ada masa dimana individu baru memperlihatkan 
gejalanya bahwa individu ini akan terinfeksi yang biasa disebut periode laten. 
Kemudian dalam penggambaran alurnya pun berbeda. 
 Dalam [11] dapat diasumsikan bahwa jumlah populasi konstan, sehingga 
laju kelahiran dan kematian alami diasumsikan konstan. Berdasarkan asumsi 


































          tRtItEtStN     (2.11) 
Dengan syarat awal E(0)=E0, I(0)=I0, R(0)=R0. Dalam model tersebut 
 ,,,,N  adalah konstanta-konstanta positif.  
Dimana, 
N  : Total individu dalam populasi saat t. 
  : Individu yang berinteraksi dengan individu terinfeksi. 

 
: Laju kematian alami. 
  : Individu rentan ke individu sakit. 
  : Laju kesembuhan. 
2.4 Masalah Umum Kendali Optimal Waktu Kontinu 
Pada bagian ini dibahas masalah umum kendali optimal waktu kontinu 
untuk persamaan diferensial untuk waktu t. Menurut [12] diberikan persamaan 
diferensial yaitu, 
      ttutxftx ,,          (2.12) 
Dengan   nRtx  adalah vektor state dan   mRtu   adalah fungsi kendali. 
Fungsi yang akan dicapai yaitu meminimalkan fungsi tujuan, dengan persamaan: 





,,10        (2.13) 
dengan 0t  adalah waktu awal dan fT  adalah waktu akhir. 
Selanjutnya, menurut [13] untuk mencari solusi masalah kendali optimal 
waktu kontinu maka didefinisikan persamaan-persamaan berikut yang diperlukan 




Persamaan (2.12) dan (2.13) maka dibentuk persamaan Hamilton, yaitu: 
             ttutxftttutxgtuxH T ,,,,,,       (2.14) 








H u          (2.15) 
Kemudian dari persamaan tersebut dapat diperoleh persamaan diferensial 
orde dua untuk mendapatkan fungsi kendali yang optimal. 
2.5 Kendali Optimal untuk Model Penyebaran COVID-19 
Kendali optimal dari permasalahan COVID-19 bertujuan untuk 
mengendalikan penyebaran COVID-19 [5]. Adapun model matematika dari 
kendali optimal penyebaran COVID-19 adalah sebagai berikut: 
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      (2.16) 
 Fungsi tujuan dari model penyebaran COVID-19 yaitu sebagai berikut: 










1,,     (2.17) 
dengan 
  : Tingkat imigrasi 
  : Tingkat kematian alami 





2  : Tingkat pemulihan individu yang dirawat di rumah sakit 
p  : Persentasi individu yang terpapar dikarantina 
1d  : Tingkat kematian yang disebabkan oleh individu yang terinfeksi yang 
tidak dirawat di rumah sakit 
2d  : Tingkat kematian yang disebabkan oleh individu yang terinfeksi yang 
dirawat di rumah sakit 
1  : Tingkat perkembangan untuk individu dari karantina ke kompartemen 
yang rentan setelah masa inkubasi 
2  : Tingkat perkembangan untuk individu yang terpapar yang melewati 
karantina ke kompartemen infeksi yang tidak dirawat di rumah sakit 
  : Tingkat isolasi dari yang mengalami gejala selama masa karantina 
  : Persentasi individu yang berasal dari daerah berisiko tinggi COVID-19 
  : Persentasi individu yang keluar dari kompartemen yang rentan 
 tI  :  Jumlah individu yang terinfeksi 
 t
 :  Kendali tingkat penyuluhan kesehatan masyarakat pada saat t 
 t  :  Kendali tingkat karantina pada saat t 
 t  : Kendali tingkat isolasi untuk terinfeksi yang tidak dirawat di rumah sakit 
pada waktu t 
1c  : Parameter upaya yang terkait dengan penyuluhan kesehatan masyarakat 
2c  : Parameter upaya yang terkait dengan karantina 
3c  : Parameter upaya yang terkait dengan isolasi. 
Diasumsikan populasi individu yang terinfeksi lolos dari karantina. 
Kemudian individu yang terinfeksi mengembangkan gejala. Individu tersebut lalu 
diisolasi yang merupakan bentuk perawatan terhadap individu yang terinfeksi 
COVID-19. Melalui isolasi tersebut akan memperpanjang usia hidup individu 
yang terinfeksi. Sehingga individu sembuh dari COVID-19. Berdasarkan hal 






Adapun, langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah 
sebagai berikut: 
1. Diberikan Persamaan (2.16) sebagai persamaan diferensial dinamik model 
matematika dari kendali optimal penyebaran COVID-19. Kemudian 
berdasarkan Persamaan (2.17) diketahui fungsi tujuan untuk kasus COVID-19 
pada waktu berhingga. 
2. Dibentuk persamaan Hamilton berdasarkan diferensial dinamik dan fungsi 
tujuan pada nomor 1. 























4. Dari 0H , 0H , 0H  pada nomor 3 didapatkan fungsi kendali yaitu 
penyuluhan kesehatan masyarakat, karantina dan isolasi. 
5. Fungsi kendali yang didapat dari langkah nomor 4 disubtitusikan ke 
persamaan diferensial dinamik pada langkah nomor 1. 
6. Kemudian dari langkah 5 dan 6 di bentuk turunan kedua dari persamaan 
diferensial dinamik. 
7. Dicari solusi turunan kedua pada langkah nomor 6 yang merupakan solusi 
untuk kendali optimal strategi non-farmakologis dan yang terinfeksi pada 
model COVID-19. 
8. Selanjutnya diaplikasikan solusi kendali optimal strategi non-farmakologis 










Berdasarkan pembahasan yang diuraikan pada Bab IV maka di peroleh 
kesimpulan bahwa berdasarkan persamaan diferensial sistem dinamik untuk kasus 































































dengan fungsi tujuan dari model penyebaran COVID-19 pada waktu berhingga 
sebagai berikut: 










1,,        
Kemudian untuk solusi yang terinfeksi untuk model COVID-19  untuk 
kasus ini yaitu, ketika fungsi 54    dalam bentuk konstanta maka akan 
diperoleh solusi sebagai berikut: 
  treCCtI 221  .  






























































































































Tugas akhir ini memaparkan tentang persamaan diferensial dinamik pada 
model COVID-19 dengan menggunakan teknik kendali optimal. Maka saran-saran 
yang ingin disampaikan adalah pembaca dapat mengembangkan lebih lanjut 
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